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Synopsis 

 

This research describes the effect on the actions that a subject takes to perform a 

task mediated by a digital environment and becomes evident by the way the 

subject proceeds when using this tool, how the task is handled, its procedures and 

adjustments during the resolution of the problem involving the concept of locus. 

 

The study of the effects of dynamic digital mediation on studentôs cognitive 

strategies, conceived in this study as the combination of dynamic geometry 

software and a digital artifact we call interactive surface, allow exploring the 

process of internalization of the locus. 

 

Key words: Locus, internalization, digital technology, instrumental mediation. 
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Sinopsis 

 

Esta investigación describe el efecto en las acciones que un sujeto sigue y adapta, 

para realizar una tarea mediada por un entorno digital y que se hace evidente por 

el modo en que procede al usar dicha herramienta, la forma como asume la tarea, 

sus procedimientos y los ajustes a estos durante la resolución del problema que 

involucran el concepto de lugar geométrico.  

El estudio de los efectos de la mediación digital dinámica sobre las estrategias 

cognitivas de los estudiantes, concebida en este trabajo como la conjugación de 

software de geometría dinámica y un artefacto digital que llamaremos superficie 

interactiva, permite explorar el proceso de internalización del locus. 

Palabras clave.  Locus, internalización, tecnología digital, mediación instrumental. 
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Introducción.  
 

El desarrollo vertiginoso de la tecnología digital y la necesidad de comprender y 

resolver las dificultades de aprendizaje en matemáticas, convergen en una rama 

de investigación en la que se halla enmarcado este trabajo; esto es, la matemática 

educativa. 

En particular, en este trabajo se estudia el efecto del software dinámico en las 

estrategias cognitivas de los estudiantes-profesores al resolver problemas que 

involucran el concepto de lugar geométrico.  

Más adelante daremos mayor precisión y concreción a estas ideas que 

constituyen uno de los estratos teóricos más importantes en que se sustenta esta 

investigación. 

Describiremos y analizaremos las acciones que un sujeto sigue y adapta, para 

realizar una tarea mediada por una herramienta y que se hace evidente por el 

modo en que procede al usar dicha herramienta, la forma como asume la tarea, 

sus procedimientos y los ajustes a estos durante la resolución del problema en 

cuestión. 
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Planteamiento del problema.  
 

Esta investigación plantea dos direcciones. Por una parte, nos apoyamos en la  

historia del concepto de lugar geométrico para trasladar esas construcciones en 

un ambiente dinámico y, por otra, en el ámbito de la educación matemática actual, 

intentamos observar cómo la idea del lugar geométrico o locus por su etimología 

en latín, se internaliza con la mediación de artefactos digitales. Para ello 

diseñamos y analizamos una serie de actividades-problema  que permitieron 

evidenciar este proceso. 

Se parte de la idea de que las herramientas influyen en los usuarios llevándolos a 

desarrollar un estilo o enfoque cognitivo distintivo (Ruthven, 1990, pág. 438) y que 

cada herramienta evoca procesos mentales diferentes y diferentes consecuencias 

sobre la formación y desarrollo de las ideas (Chassapis, 1999, pág. 278). Esto 

constituye la entrada a la idea de internalización de los artefactos que la cultura 

suministra vía el sistema educativo. 

Nos centraremos en el papel mediador de la geometría dinámica; por ello, se hace 

necesario diferenciar el conjunto de puntos estáticos en el mundo de papel y lápiz 

denominado lugar geométrico, del locus como objeto dinámico en su versión 

digital. Es esta segunda representación, proporcionada por medios informáticos, la 

que estudiamos en este documento. Nos interesa explorar cómo el carácter 

manipulable de la versión digital modifica la acción de los profesores al resolver 

problemas y por ello nos apoyamos en construcciones realizadas en un ambiente 

de geometría dinámica. La posibilidad de desplazar figuras o elementos de ella, 

sin perder las relaciones estructurales establecidas, efecto llamado dragging o 

arrastre, contribuye al realismo de los objetos matemáticos involucrados. (Moreno 

L. , 2002). Al modificar, vía el arrastre, una versión dinámica de algún locus, cada 

instanciación del mismo lo vemos como un estado transitorio. Esta condición 

manipulable, es una representación ejecutable (Moreno L. , 2002) del lugar 

geométrico. 
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En este marco, planteamos las siguientes preguntas: 

Á ¿Cómo se vincula con los saberes existentes en momentos nodales de la 

historia de la matemática la idea de locus? 

Á ¿En qué contextos históricos se concibieron los lugares geométricos como 

la trisectriz de Hippias, la cicloide, la versiera de Agnesi, etc.? 

Á ¿Cuáles eran las motivaciones para considerar estas curvas? 

Á ¿Qué cambia la acción cognitiva al incorporar artefactos digitales en 

problemas que involucran lugares geométricos? 

Á ¿Qué papel juegan las representaciones ejecutables en el proceso de 

internalización del concepto de lugar geométrico? 

Á ¿Cómo interviene la dimensión temporal, o ejecución en tiempo real, en el 

proceso de internalización del concepto de lugar geométrico? 

Á ¿Qué nuevos rasgos hacen visible las representaciones digitales de i-

Locus? 
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Introducción  

 

En nuestro marco teórico es de importancia central el proceso de internalización, 

enunciado inicialmente por Vygotsky, para la conformación de las estructuras 

cognitivas de la persona, en particular del estudiante. Este concepto lo  Los 

recursos que el medio sociocultural suministra a la persona, eventualmente llegan 

a formar parte de sus propios recursos cognitivos. Los ejemplos clásicos son el 

sistema de escritura y el sistema numérico.  

En nuestro caso, exploramos la apropiación de la geometría dinámica mediante  la 

observación de las transformaciones de las estrategias que el estudiante pone en 

juego al resolver problemas. Encontramos evidencias de ello en el tipo de 

argumentos que sostienen sus respuestas y en las modificaciones  que introducen 

con respecto a las soluciones desarrolladas mediante papel y lápiz. 

Un hecho central de las actividades diseñadas para la toma de datos, consistió en 

proponer problemas que conducen a la delimitación de un conjunto de puntos que 

satisfacen una o más condiciones determinadas, dando origen a un lugar 

geométrico. Sin embargo, es la internalización del medio dinámico en principio, la 

que permite una exploración correspondientemente dinámica de la estructura de 

este locus. Este estudio no es exclusivo para este concepto matemático, pues hay 

muchos otros problemas de las matemáticas escolares que pueden abordarse en 

el mismo sentido.  

Esta condición digital constituye lo que llamaremos situaciones borde, pues 

pueden tratarse o bien dentro de los contextos estáticos tradicionales o bien desde 

una perspectiva dinámica. (Moreno L. , 2011) 

Los procesos de internalización aludidos anteriormente invitan a la introducción de 

una perspectiva histórica dentro del análisis de la constitución del conocimiento 

matemático. 

Parte significativa de nuestro trabajo estará constituida por un estudio en esta 

dirección. 
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Mediación  

Desde nuestros orígenes como especie, los seres humanos tuvimos el objetivo de 

sobrevivir y permanecer en el planeta y para ello tuvimos que transformarlo y 

transformarnos. Esta acción de modificar el entorno para nuestra supervivencia, 

que  a su vez favoreció un cambio en nuestra cognición,  puede entenderse en 

términos de acción mediada: toda acción humana es una acción mediada por 

herramientas materiales o simbólicas. (Wertsch J. V., 1993) 

Ejemplos de  acción mediada se encuentran en la manera de cómo concebimos la 

solución numérica a un problema matemático a través del sistema decimal;  o 

bien, en el uso de herramientas materiales para transformar un entorno adverso 

en un espacio habitable. 

Esta acción mediada debe ser estudiada desde sus escenarios socioculturales, 

bajo el principio de que la vida mental es vida social internalizada. Es decir, que la 

cognición humana y su entorno cultural son co-extensivos. La cognición no está al 

margen de una cultura. En este sentido, los artefactos culturales como la oralidad, 

la escritura, el sistema decimal y la gestualidad, por citar algunos, se tornan 

extensiones cognitivas. Estas extensiones cognitivas se internalizan, (Vygotsky, 

2010), se hacen transparentes (Pozo, 2001), y en algunos casos, modifican 

dialécticamente a los propios artefactos culturales. 

Ahora bien, en un escenario educativo, la convergencia y transformación entre las 

matemáticas de lápiz y papel y las nuevas formas de mediación, ofrecen una 

nueva expresividad matemática. Las representaciones digitales extienden la 

dimensión conceptual de los objetos borde (Moreno, 2011) 

Podemos centrar nuestra atención en el papel mediador de la geometría dinámica 

durante el proceso de internalización del concepto de lugar geométrico; por ello, 

se hace necesario resaltar que los conjuntos de puntos en el mundo de papel y 

lápiz denominado lugar geométrico, pueden ser explorados a través de su 

representación ejecutable dentro de un ambiente dinámico, es decir en su 
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refracción digital (Moreno L. , 2010). El locus como objeto borde, es lo que 

denominaremos i-Locus.  

No hay objetos matemáticos que antecedan a su representación (Moreno L. , 

2011), es decir al margen de una actividad semiótica. 

René Magritte (1898-1967)  permite reflexionar al respecto. En su obra La traición 

de las imágenes,  cuestiona la relación entre las imágenes y las cosas basadas en 

la semejanza representativa. A diferencia de la pipa Magritte (Ilustración 1), que 

antecede a su representación pictórica, un objeto matemático solo existe a través 

de su representación. Por ejemplo un triángulo es una representación de sí 

mismo. No existe un triangulo antes de su representación. 

 

Ilustración 1: La traición de las imágenes (Esto no es una pipa) 1928/29. Los Ángeles, Country Museum 

Incluso, un mismo objeto matemático parecería distinto a si mismo en sus distintas 

representaciones. Esto es como ver un lápiz, digamos, a en un vaso que contiene 

agua y aceite. Aunado al aire, tenemos tres representaciones del mismo objeto. El 

objeto es el mismo, pero en cada medio proporciona una refracción distinta. 

(Ilustración 2) 
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Ilustración 2: Refracción 

En matemáticas, es posible considerar la refracción en distintos medios como el 

tratamiento de un objeto matemático en sus distintas representaciones, lo que 

hace que permanezca en constante evolución. Por ejemplo en un ambiente 

dinámico, al modificar, vía el arrastre, las condiciones estructurales del i-Locus, 

cada instanciación del mismo es un estado transitorio del concepto matemático en 

permanente construcción.  

Pretendemos, pues, explorar el sendero que va tomando la actividad cognitiva de 

un individuo inmerso en un entorno dinámico, moldeado por  el mismo  entorno y 

por la acción propia del individuo sobre él. (Moreno & Hegedus, 2009) 
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Los artefactos culturales  
 

El uso que el hombre hace de su mente (en desarrollo permanente), depende de 

su capacidad para inventar y utilizar herramientas, instrumentos o tecnologías 

que le permitan expresar y amplificar sus poderes corporales y mentales (Bruner, 

1995). En el caso del entorno que propicia la geometría dinámica, los objetos 

matemáticos adquieren nuevas manifestaciones que serían imposibles de 

representar sin esta mediación (Moreno, 2003). En un sentido más profundo, las 

representaciones digitales permiten extender la dimensión conceptual de los 

objeto borde (Moreno, 2011). 

La acción humana emplea instrumentos mediadores tales como las herramientas 

o el lenguaje y estos instrumentos mediadores dan forma a la acción de manera 

esencial (Wertsch J. , 1993).  Así, es interesante explorar los efectos que tienen 

las representaciones ejecutables (que para nosotros son las existentes en el 

medio geométrico digital) en la comprensión del concepto de lugar geométrico.  

La mediación digital propicia nuevos mundos representacionales, nuevos 

contenidos que inminentemente deberán considerarse en el currículum escolar.  

Los sistemas de representación que ofrece la geometría dinámica (Cabri 

géomètre, Skechtpad, Geogebra, Geomaster, Cinderella, entre otros),  son 

algunos de los artefactos culturales que terminarán por volverse artefactos 

cognitivos de los nuevos estudiantes de matemáticas. Como la escritura, la 

geometría dinámica se hará transparente, se naturalizará en los estudiantes 

(Pozo, 2001).  

Las representaciones digitales han modificado la naturaleza de las exploraciones 

de los objetos matemáticos. Mediante ellas se hacen más perceptibles y 

novedosas, pues dichos objetos existen a través de sus representaciones y de 

ningún otro modo. Es decir, que las herramientas no existen por sí mismas, se 

convierten en instrumentos matemáticos cuando el sujeto ha sido capaz de 
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apropiárselo por él mismo, e integrarlo a su actividad (Guin, D. & Trouche, L., 

1999) 

En este estudio, es de importancia central el proceso de internalización, concepto 

abordado inicialmente por Vygotsky, para la conformación de las estructuras 

cognitivas de la persona, en particular del estudiante. Los recursos que el medio 

sociocultural suministra a la persona, eventualmente llegan a formar parte de sus 

propios recursos cognitivos. Los ejemplos clásicos son el sistema de escritura y el 

sistema numérico. 

Realizar operaciones básicas con números, pareciera una actividad natural, 

inmutable en algunos casos,  al grado de que no reparamos en la presencia 

inherente del sistema decimal empleado.   Este fenómeno es solo un ejemplo de 

cómo un instrumento suministrado por la cultura entra a formar parte de nuestra 

forma de pensar, es decir, un instrumento transformado en un instrumento 

cognitivo. (Moreno, 2011)  

Sin embargo, es necesario precisar qué entendemos por pensar con y pensar  a 

través de un sistema semiótico. La diferencia es sustancial. 

Se piensa con un sistema semiótico cuando se usa como un instrumento cultural, 

por ejemplo, al trabajar con el número 1000 en otros sistemas como 11111010002 

o bien con 17508.  En general, los sistemas numéricos distintos al 10 en muchas 

culturas, incluida la nuestra, no han sido incorporados a la manera de pensar de 

sus individuos. 

Se piensa a través de un sistema semiótico cuando este ha sido incorporado a 

nuestra cognición, por ejemplo cuando escribimos una carta. (Moreno & Hegedus, 

2009). En el caso de nuestro ejemplo anterior, cuando escribimos o decimos ñmilò. 

En esta investigación, damos más atención a los procesos que intervienen para 

que el individuo piense a través de los sistemas semióticos que permiten las 

representaciones ejecutables de los lugares geométricos. Así, exploramos la 

apropiación de la geometría dinámica mediante  la observación de las 
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transformaciones de las estrategias que el estudiante pone en juego al resolver 

problemas. Encontramos evidencias de ello en el tipo de argumentos que 

sostienen sus respuestas y en las modificaciones  que introducen con respecto a 

las soluciones desarrolladas inicialmente en papel y lápiz. 

Un hecho central de las actividades diseñadas para tal efecto, consistió en 

proponer problemas que conducen a la delimitación de un conjunto de puntos que 

satisfacen una o más condiciones y que determinan un lugar geométrico. Por 

otra parte, el proceso de internalización del medio dinámico permitió un estudio 

correspondientemente dinámico de la estructura de estos lugares geométrico. Esta 

condición se enmarca en lo que se denomina situaciones borde del locus, pues 

pueden tratarse dentro de los contextos estáticos tradicionales o bien desde una 

perspectiva dinámica. (Moreno & Hegedus, 2009) 

 

Internalización  
 

La concepción de Karl Bühler,  de que el desarrollo psicológico es un proceso 

gradual de internalización de acciones adaptativamente útiles, influyó en la noción 

de internalización como la concibió Vygotsky (Kozulin, 1990): 

ñCualquier funci·n mental superior tiene que atravesar necesariamente un 

estadio externo de desarrollo porque inicialmente es una función social. 

Este es el centro de todo el problema de la conducta interna y externaé  

Cuando hablamos de un proceso ñexternoò  quiere decir ñsocialò. Cualquier 

función mental superior fue externa porque fue social en algún momento 

antes de convertirse en una funci·n interna, verdaderamente mentalò  

Vygotsky consideraba que el car§cter social de una funci·n ñexternaò se conserva 

cuando esa función se internaliza. Sin embargo, la transición de una forma de 

actividad explícitamente social a su versión internalizada e individualizada puede 

llevar consigo un momento de regresión funcional. 
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Un ejemplo del proceso de internalización de la función mental superior como la 

de los procesos mnemónicos (frases fáciles de aprender y que se utilizan para 

recordar conceptos más complejos) basados en ayudas externas de la memoria, 

producen los siguientes cambios: 

a) El proceso mnemónico natural se ve remplazado por una forma mediada 

de almacenamiento y recuperación. 

b) El proceso natural no desaparece, pero se ve desplazado del centro de 

la actividad convirtiéndose en su elemento subordinado. 

c) Las formas superiores de actividad mnemónica representan un sistema 

funcional más que una sola función, un sistema en el que pueden 

participar el pensamiento conceptual y el análisis verbal. 

 

Una interpretación de esta idea central se representa en el siguiente esquema: 

 

Ilustración 3: El proceso de internalización 

 

Los artefactos culturales se tornan extensiones cognitivas. (Moreno L. , 2010), es 

decir, los instrumentos que la cultura suministra a las personas, tienen su propia 

refracción en los individuos y se transforman en extensiones cognitivas. Por 

ejemplo, una calculadora científica para un estudiante de ingeniería representa 

una herramienta que es un auxiliar de su cognición. La herramienta no modifica su 

pensamiento sino que amplifica su capacidad de entender el problema matemático 

a resolver. Sin embargo, el uso constante de esta herramienta puede propiciar en 

este estudiante cambios en su estrategia de solución o bien, en su manera de 
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plantear el problema. En este caso el pensamiento del estudiante se ve afectado 

por la presencia de la calculadora. Piensa con y a través de ella. Es pues una 

extensión cognitiva del estudiante. (Moreno L. , 2002) 

Un ejemplo más concreto lo representamos en la ilustración 4. El chelo ñDuportò es 

una verdadera extensión del chelista Rostropóvich (1927-2007). Este artista,  

considerado el mejor chelista del siglo XX  existe en conjugación con el 

instrumento. 

 

Ilustración 4Υ aǎǘƛǎƭŀǾ wƻǎǘǊƻǇƽǾƛŎƘ ȅ ǎǳ ŎƘŜƭƻ ά5ǳǇƻǊǘέ 
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Introducción  
 

La validez de los conocimientos científicos depende de la época en que éstos son 

tratados. Por ejemplo, la validez de una prueba es una función del tiempo. (Bell, 

2010). De aquí se desprende que criticar a una época por resolver problemas 

dentro de sus propias limitaciones equivale a no aceptar la posibilidad de 

imaginarnos las matemáticas del futuro. El conocimiento está abierto al tiempo y a 

las culturas en donde se desarrolla. El conocimiento tiene una historia y por ello 

siempre es aleccionador buscar su génesis. 

Con este enfoque miraremos contextos históricos en el que emergen algunas 

curvas como tales. Cabe mencionar que no se pretende llegar a una clasificación 

de estos objetos matemáticos, sino resaltar las condiciones histórico-matemáticas 

que les dieron origen. Esto incluye los problemas que se resolvieron con su 

mediación. 

 

Del sílex al pixel: historia del trazo humano.  Los orígenes de la forma  
 

Cuando los primeros seres humanos liberaron sus manos, para otorgar a sus 

piernas la responsabilidad casi única de la movilidad, iniciaron una vertiginosa 

transformación del medio natural hacia un entorno artificial que les permitiera 

sobrevivir. 

Las manos descansaban libres y con ello se propició la retención, el transporte y 

manipulación de diversos objetos. Quizá el más importante de esos objetos fue la 

piedra, que le sirvió, entre otras cosas, como arma para atacar y defenderse. Un 

accidente, la piedra rota por azar, permitió reconocer un valor agregado que valía 

la pena conservar. Así que este primitivo artefacto humano y ese accidente que lo 

puso en la mano del hombre, empezó a imitarse deliberadamente. Se había dado 

el primer paso a la construcción de herramientas para usarse con fines 

específicos, para mediar la acción humana. (Ilustración 5)  
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Ilustración 5: Mediación y evolución 

 

Es probable que las primeras piedras afiladas fueran descubiertas 

espontáneamente por esos primeros homínidos y reconocidas en otras piedras 

que al romperse adquirían esa nueva propiedad. La manera de reconocerlo fue la 

forma. (Williams, 1984). A esta manera de obtener este artefacto, se le ha 

denominado mutación primaria. El proceso deliberado para obtener esta propiedad 

quedó establecido en los primeros grupos sociales y se repetían con cierta 

intención, buscando ahora mejorar su función. A esta secuencia de transformación 

se le denomina mutación libre.  (Williams, 1984) 

La piedra que fue hallada, sólo requería observación y una visión selectiva que 

permitiera elegir de forma rudimentaria aquella que pudiese ser mejor artefacto 

que otro. Sin embargo, la piedra que fue deliberadamente transformada en 

herramienta mediante ciertos actos que albergaban un fin, exigía ya un 

razonamiento que se expresaba a través del conocimiento del tipo de  material 

que se trabajaba, de los movimientos específicos de la mano para tallarlo, de una 

destreza visual para determinar el momento en que el artefacto tenía las 

suficientes características para ser usado y, en general, de la coordinación de 

todas estas tareas. La importancia de la construcción de estas primeras 

MEDIACIÓN 

Homo Erectus Homo Sapiens 
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herramientas, consiste en que las mejoras subsecuentes surgieron a partir del 

mismo uso de la herramienta más que de la forma original del objeto sugería. Esto 

es, una herramienta realiza la Zona de Desarrollo Próximo del Artefacto (ZPDA) de 

ella misma en su versión anterior (Hegedus, S.J. & Moreno-Armella, L., 2010) 

(Ilustración 6). 

 

 

Ilustración 6: A) Descubrimiento de un objeto que es utilizado sin alteración de su forma. B) Manipulación de ese 
objeto para ajustarlo a una forma deseada. C) Fabricación de una herramienta: la realización de la ZPD de B 

Otro aspecto que se debe considerar es la inmediatez de la solución de un 

problema. Por ejemplo, para escarbar un poco de tierra era suficiente auxiliarse de 

alguna rama disponible en el entorno; sin embargo,  la tarea pierde inmediatez en 

su solución cuando lo que se tiene que escarbar es un área más dura. En este 

caso surge la necesidad de crear una herramienta que aporte mayor poder al 

golpe con que se perfora el suelo. El utensilio formado a partir de dos ramas 

atadas entre sí, que permite una azada más liviana. Este es el origen de la 

invención. 

 

A  

B 

C 
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La invención y el descubrimiento acortaron los pasos repetitivos y de dilapidación 

que se requerían en esas tempranas etapas evolutivas, para acceder a un 

conocimiento. En el caso de las primeras herramientas, se transfería la forma y un 

concepto a través de distintos materiales; un ejemplo de la realización de la ZPDA 

(Hegedus & Moreno, 2009), lo muestra la evolución del cuchillo. (Ilustración 7). 

 

Ilustración 7: Realización de la ZPDA. Un hueso curvo fue afilado en su borde inferior y aportó su forma para el diseño 
del primer cuchillo de bronce, evolucionando después en una herramienta más precisa de corte al pasar del hierro al 

acero. 

 

El hombre primitivo no sólo encontró piedras. A su alrededor descubrió otras 

formas: la silueta de las montañas en el atardecer, la redondez de la luna, los 

picos de las hierbas silvestres, la articulaci·n de una pata de conejoé y se 

descubrió  a sí mismo. 
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El cuerpo humano fue una fuente diversificada de distintas formas que se 

tradujeron, algunas de ellas, en herramientas para agarrar, cortar, rascar, medir, 

etc. Así es como los primeros humanos, con sus manos torpes, diseñaron los 

primeros artefactos, pero tras establecer una forma y un método de construcción, 

las herramientas posteriores adquirieron adaptaciones a partir del uso y de la 

influencia de las  propiedades inherentes a esa tecnología. 

Las sociedades primitivas desarrollaron su propia tecnología, pero al entrar en 

contacto con otras civilizaciones, las tecnologías se mezclaron dando un impulso 

nuevo a la mejora de las propiedades de las herramientas. 

 

Primeras manifestaciones. El número y la forma  

 

Los orígenes de las matemáticas se pierden en el tiempo y son tan desconocidos 

como los del lenguaje y el arte y aún en sus primeras manifestaciones civilizadas 

habrá una imprecisión natural si se pretende fijarlos en una línea temporal rígida. 

Hasta hoy, el sentido matemático ha llegado por dos corrientes principales: el 

número y la forma. Esta segunda corriente debe interpretarse en un sentido más 

general que el relacionado solo con el contorno de las figuras planas y los sólidos. 

Las evidencias históricas apuntan hacia Mesopotamia como el lugar donde 

emergen las primeras manifestaciones matemáticas,  en un periodo que se 

remonta hasta el año 5700 antes de nuestra Era (ANE). En esta época, un pueblo 

predecesor de los babilónicos, los Sumerios empezaron a contar su año a partir 

del equinoccio de primavera, cuando el sol se encontraba justo en la constelación 

hoy llamada Taurus (Ilustraciones 8 y 9). Esta observación derivó en el primer mes 

de un calendario útil que llevó por nombre Toro. 
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Ilustración 8: Vista nocturna en el equinoccio de primavera 

 

Ilustración 9: Forma asociada a la constelación Taurus 

Por su parte, en Egipto alrededor del año τςτρςππ ANE, también basados en 

una observación astronómica, se adoptó un calendario de 12 meses de 30 días al 

que se agregaban 5 días de festividad haciendo un total de 365 días. Ahora, la 

referencia astronómica fue la aparición de la estrella Sirio sobre el horizonte este, 

después de su periodo de invisibilidad, es decir, el orto helíaco de  la estrella más 

brillante de la constelación del Can Mayor. (Ilustraciones 10 y 11) 
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Ilustración 10: Cielo nocturno que anunciaba la inundación anual del Nilo. 

 

 

Ilustración 11: Forma asociada a la constelación Can Mayor, cuya estrella más brillante es sirio 

 

La aritmética y las mediciones se desarrollaron en Babilonia, a partir de los 

trabajos de los sumerios no semíticos, quienes se dieron cuenta de un número 

especial: “, al que le asignaron un valor equivalente a 3. También inventaron una 

manera de representación de las ideas a través de escritura cuneiforme sobre 

tablillas de arcilla (Ilustración 12), alrededor del año 3300 ANE. 
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Ilustración 12: Escritura cuneiforme de los sumerios no semíticos 

 

Aunque el pueblo sumerio fue absorbido por otras civilizaciones, ello no impidió 

que la astronomía y la aritmética siguieran progresando. Otro acontecimiento 

significativo en la prehistoria de las matemáticas, fue la invención práctica del Cero 

por civilizaciones distantes. Por una parte, se atribuye esta invención a los 

babilónicos aunque aún se discute si los hindúes fueron los primeros en utilizarlo. 

Lo que sí es seguro, es que el cero también fue inventado independientemente por 

la cultura Maya alrededor del año 200-600 de nuestra era (NE). 

Mientras tanto,  en Egipto se había llegado a establecer el valor de “  y que 

aproximaron a  3.16. 

El empirismo práctico de los agrimensores que parcelaban los campos del antiguo 

Egipto (Bell, 2010), les permitió la construcción de la Gran Pirámide (Ilustración 

13) alrededor del año 2570 ANE. 
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Ilustración 13: La Gran Pirámide 

Un poco después, alrededor del año 1890 ANE., un escribano egipcio, registró en 

un papiro 25 problemas matemáticos. De éstos, llama la atención el problema 14 

que pide calcular el volumen de un tronco de pirámide de base cuadrangular. Este 

matemático egipcio, describe un ejemplo numérico de una fórmula que en 

notación moderna se expresa:   Ὤὥ ὥὦ ὦ , donde Ὤ es la altura del tronco,  

ὥ la longitud del lado superior y ὦ la longitud del lado inferior. Este papiro se 

conoce actualmente como el papiro de Moscú (ilustración 14) y permite una 

interpretación sobre la manera en que los egipcios concibieron la construcción de 

la Gran Pirámide. 

 

Ilustración 14: Papiro de Moscú. 

Los babilónicos tuvieron más aportaciones significativas a las matemáticas. 

Desarrollaron un álgebra sin simbolismos hacia el año 2000 ANE., de carácter 
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empírico. En su medición de los sólidos, daban soluciones correctas a problemas 

numéricos en los que intervenían paralelepípedos, cilindros rectos y prismas 

rectos con base trapezoidal. También llevaron a tal precisión su astronomía que 

sus cálculos permitieron al astrónomo Kidinnu el descubrimiento de la precesión 

de los equinoccios y la descripción de la trayectoria de la Luna en el año 340 ANE. 

Un acontecimiento importante que se ha conservado hasta la actualidad, es la 

escritura de un papiro por Ahmes alrededor del año 1600 ANE, a partir de 

conocimientos que datan del 2000 ANE al 1800 ANE. Este documento es 

conocido ahora como el papiro  Rhind y contiene el registro de 87 problemas 

matemáticos de la época (Ilustración 15).  

 

Ilustración 15: Papiro Rhind. 

Hasta este momento, las aportaciones empíricas de Babilonia y Egipto  habían 

bifurcado el desarrollo de las matemáticas en dos corrientes: el número y la forma.  

Uno de los lugares geométricos al que el currículum otorga mayor importancia es 

la elipse. Los primeros vestigios de esta curva pueden obtenerse del trazado sobre 

una pared del Templo de Louxor, del Egipto antiguo (Borchardt, 1896).  (Ilustración 

16) 
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Ilustración 16: Elipse de Louxor 

Esta curva fue estudiada inicialmente por Menecmo, Euclides y Apolonio de 

Perga, quien le da ese nombre y la describe como una de las curvas cónicas. 

 

La aportación Griega 

Fueron los griegos quienes establecieron la demostración a través del 

razonamiento deductivo como una base para las estructuras del número y la 

forma. También diseminaron la idea Pitagórica de que la naturaleza sólo puede 

ser comprendida a través de las matemáticas, pues es este el lenguaje más 

apropiado para idealizar la complejidad de la naturaleza y reducirla a una sencillez 

comprensible (Bell, 2010). 

La historia de las matemáticas griegas comienza con Thales de Mileto  y Pitágoras 

de Samos en los siglos VI-V ANE. Tiempo después, Eudoxio de Cnidos (408-355 

ANE), refutó algunas objeciones de los sofistas, y fue discípulo y amigo de Platón 

(429-348 ANE). En este contexto, se debe subrayar que para un geómetra 

platónico, solo en el mundo de las ideas el círculo es más redondo que cualquier 

otra curva  y que no hay una idea más recta que la línea recta ideal de ese mismo 
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mundo. De ahí que las construcciones terrenales deben limitarse a un compás y 

una regla. Esta posición da pauta al planteamiento de los problemas clásicos: 

Á Problema uno. Trisección del ángulo. 

Á Problema dos. Construir el lado de un cubo cuyo volumen sea doble del de 

otro dado. 

Á Problema tres. Construir un cuadrado de igual área que un círculo dado. 

Á Problema cuatro. Deducir el quinto postulado de Euclides de los otros. 

Los primeros tres problemas desafiaron la inventiva de los matemáticos durante 

dos mil años, pues revelaron dificultades fundamentales que hicieron necesario 

afinar el concepto de número. El cuarto problema propició infructuosos intentos 

por 2300 años hasta que finalmente  propició un gran progreso en la metodología 

matemática. 

En el siglo V ANE, Hipócrates de Chíos, demostró la fuerza del método indirecto 

conocido como reducción a lo absurdo  (reductio ad absurdum). 

Fue Euclides (325-265 ANE) quien sistematizó la geometría griega de su tiempo y  

formalizó un rígido sistema deductivo a partir de la geometría plana elemental y la 

geometría sólida sintética. Los Elementos, muestran ya una geometría sintética y 

métrica.  

Por su parte, Arquímedes (287-212 ANE), fue el matemático más productivo de la 

antigua Grecia; pues a diferencia de los matemáticos de su época, no desdeñó la 

experimentación. Fundó ciencias matemáticas como la hidrostática y la estática. 

Se anticipó al cálculo diferencial e integral. Usó el método exhaustivo para calcular 

el área bajo el arco de una parábola, y definió una espiral que hoy conocemos con 

su nombre. 

Fue entre los años 260-200 ANE cuando Apolonio de Perga desarrolló el método 

sintético en la  geometría métrica de las cónicas e introdujo los términos parábola, 

elipse e hipérbola espiral. Por su parte Eratóstenes (276-194 ANE), impulsó la 

geodesia con una asombrosa aproximación al tamaño de la Tierra de acuerdo a 
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los instrumentos disponibles en ese momento. Inventó un método para cribar los 

números primos de la serie de todos los números enteros. Mientras, las 

aportaciones de Hiparco de Rodas (190-120 ANE), convirtió a la astronomía en 

una ciencia matemática. También empleó una especie de trigonometría y produjo 

un equivalente a una tabla de senos. 

A Herón de Alejandría (10-70 NE), se le atribuye la fórmula ίί ὥ ί ὦ ί

ὧ  para el área de un triángulo de lados ὥ, ὦ y ὧ y ςίḳὥ ὦ ὧ, que resulta de 

suma importancia para la trigonometría. Mientras, en la escena griega se 

aguardaba una aportación de Claudio Ptolomeo (100-170 NE), quien estableció un 

modelo geocéntrico del universo a través de sus epiciclos y deferentes.  

Finalmente, Diofanto de Alejandría (200-284 NE) escribió un tratado de trece 

libros. Su trabajo sobre la solución en números enteros o racionales de 

ecuaciones indeterminadas, creó el interés de Fermat para la creación de la 

aritmética superior. 

 

Los tres problemas clásicos  
 

De los tres problemas clásicos griegos,  el de la trisección del ángulo y la 

duplicación del cubo, tienen bastante importancia histórica.  

 

La cuadratriz de Hippias  

 

De acuerdo a la matemática moderna, el problema de la cuadratura del círculo, 

depende de si “ es algebraico o trascendente. La trascendencia de “ fue 

demostrada por el matemático alemán Ferdinand von Lindemann en 1882 

(Beckmann, 2006; pág. 148), y es el teorema de Lindemann el que demuestra que 

es imposible de cuadrar el círculo siguiendo las reglas de la geometría griega. 
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Sin embargo, alrededor del año V ANE, Hippias de Élide construyó una curva 

llamada cuadratriz, nombre que significa formadora de cuadros, que resuelve el 

problema de la cuadratura del círculo. Pero esta demostración se atribuye a 

Dinostrato. (Morales, 2002) 

La cuadratriz de Hippias se define cinemáticamente, como el lugar geométrico 

de los puntos que son intersección de dos rectas que cumplen las siguientes 

condiciones: 

¶ Una recta es horizontal y se mueve a velocidad constante en dirección 

vertical. 

¶ Otra recta gira con velocidad constante. 

¶ En el instante inicial ambas rectas son perpendiculares y en el instante final 

coinciden. (Ilustración 17) 

 

Ilustración 17: Generación cinemática de la cuadratriz de Hippias. En el primer cuadro, ambos segmentos son 
perpendiculares; en el segundo cuadro, se muestra el avance constante de ambos segmentos. En el tercer cuadro, se 

vislumbra la curva que genera la intersección de los segmentos. En el cuarto cuadro, que es la posición límite de 
ambos segmentos, se presenta ya la cuadratriz. 

https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/CuadratrizDeHippias.fig
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La cuadratriz de Hippias1 (ilustración 18) resuelve el problema de la trisección del 

ángulo, como se muestra a continuación: 

 

Ilustración 18: La cuadratriz de Hippias en la trisección del ángulo. 

 

La curva ὖὗὙ es la cuadratriz de Hippias que resulta de la construcción cinemática 

descrita anteriormente. Dado un punto ὖ sobre la cuadratriz, se determina el 

ángulo ὃὕὖ a trisecar. Se traza una paralela a ὕὃ por ὖ cuya intersección ὄ con el 

rayo ὃὄ, determina el segmento ὃὄ que pude dividirse con regla y compás, en tres 

partes iguales. Sean ὅ y Ὀ los puntos de trisección del segmento ὃὄ. Las 

paralelas a ὕὃ por ὅ y Ὀ, cortan a la cuadratriz en ὗ y Ὑ respectivamente. 

Loa ángulos Ὑὕὃ, ὗὕὙ y ὖὕὗ son iguales, es decir, se ha trisecado el ángulo 

original. De hecho la cuadratriz permite dividir el ángulo ὃὕὖ en cualquier cantidad 

de ángulos iguales, usando el Teorema de Tales sobre el segmento ὃὄ para 

dividirlos en tantas partes como se desee.  

                                                           
1 En adelante, el ícono            hará referencia a que en la versión digital de este documento, la  construcción puede 

descargarse para su exploración, pulsando sobre la ilustración. Para descargar el interactivo inserto en una presentación 

power point, pulse el ícono azul. 

 

https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/CuadratrizDeHippias.fig
https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/CuadratrizDeHippias.pptx
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La cuadratriz de Hippias también resuelve el problema de la cuadratura del círculo. 

Teniendo en cuenta el círculo unitario y dado que el pie de la cuadratriz dista  

unidades de ὕ, por el Teorema de Thales, y como se muestra en la ilustración 19, 

,  de donde ὕὄ . Tomando OB como radio, se traza un arco para obtener 

el punto Q. A partir de este punto, se agregan dos unidades para obtener S, cuya 

distancia al punto O es ς 

Se traza una semicircunferencia que pase por O y S y se levanta una 

perpendicular por Q que la intersecte. En esta ocasión se cumple que , lo 

que implica que , es decir, ὗὅ Ѝ“, es decir que el área del cuadrado de 

lado QC es igual a la del círculo unitario.  

 

Ilustración 19: Cuadratura del círculo con la cuadratriz de Hippias 

 
 

https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/CuadratrizDeHippias.fig
https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/CuadratrizDeHippias.pptx
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La Concoide de Nicomedes 
 

La concoide de Nicomedes (siglo II ANE) es una curva que se construye de la 

siguiente manera: se toma una recta ὶ y un punto ὕ exterior a ella. Dado Ὧ π, se 

traza una recta ί que pase por ὕ y no sea paralela a ὶ. Con centro en el punto ὖ 

de intersección de ὶ y ί, se traza una circunferencia de radio Ὧ, que corta a ί en 

los puntos ὃ y ὄ. El lugar geométrico de ὃ y ὄ es la concoide de Nicomedes de 

polo ὕ, directriz ὶ y constante Ὧ. (Ilustración 20)  

 

Ilustración 20: Concoide de Nicomedes 

La concoide de Nicomedes resuelve la trisección del ángulo. Sea el ángulo ὓὕὔ 

el que se quiere trisecar. (Ilustración 21) 

https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/ConcoideDeNicomedes.fig
https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/ConcoideDeNicomedes.pptx
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Ilustración 21:Concoide de Nicomedes  y la trisección del ángulo 

 
 

La curva roja es la concoide de Nicomedes, cuando ὓὔ es la directriz, ὕ el punto 

externo, ὕὓ perpendicular a  ὓὔ, y Ὧ ς ὕὔ 

Se construye una perpendicular a ὓὔ por ὔ, cuya intersección con la concoide es 

ὗ. La intersección de ὕὗ con ὓὔ es ὅ, lo que permite construir el rectángulo 

ὅὈὗὔ, cuyas diagonales son Ὀὔ y ὗὅ y Ὁ la intersección de éstas. 

Como ὅὗ Ὧ ςὕὔ, donde Ὁ es el centro del rectángulo ὅὈὗὔ, se tiene que 

ὔὉ ὅὉ ὅὗ ὕὔ, lo que demuestra que el triángulo ὕὔὉ es isósceles, donde 

ὕὉὔ Ὁὕὔ 

Por otra parte, el triángulo ὉὈὅ también es isósceles, donde ὔὉὅ ὉὈὅ

ὉὅὈ, pues ὔὉὅ es un ángulo externo. 

Como Ὀὅ es paralela a ὕὓ, entonces ὈὅὉ ὓὕὅ, por lo que Ὁὕὔ ς

ὓὕὅ  y el ángulo ha sido trisecado. 

 

 

https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/ConcoideDeNicomedes.fig
https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/ConcoideDeNicomedes.pptx
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La Cisoide de Diocles 

 

La cisoide de Diocles (siglo II ANE) se construye a partir de una circunferencia ὅ, 

y un punto A sobre ella. Se traza una tangente a la circunferencia que pase por ὓ, 

quien es diametralmente opuesto al punto ὃ.  

Por este punto ὃ se traza una secante a la circunferencia que corta a esta en ὗ y a 

la tangente en ὄ. Se determina un punto ὖ sobre la secante, de manera que 

ὃὖ ὗὄ; el lugar geométrico de ὖ cuando ὗ se desplaza por la circunferencia es 

la cisoide de Diocles. (Ilustración 22). 

 

 

 

Ilustración 22: Cisoide de Diocles 

 

https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/CisoideDeDiocles.fig
https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/CisoideDeDiocles.pptx
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La cisoide puede emplearse para resolver el problema de la duplicación del cubo 

((Bell, 2010; pág. 89). 

Tómese ὃὈ paralela a la tangente en ὓ, de manera que ὃὈ ςὃὓ, entonces la 

recta Ὀὓ corta a la cisoide en Ὁ y la recta ὃὉ corta a la tangente en ὔ. (Ilustración 

23)  

Aunque no se describirá en este documento, es posible demostrar que ὓὔ

Ѝςὃὓ, es decir, que ὓὔ ς ὃὓ, lo que permite duplicar el volumen de un cubo 

dado. 

 

 

Ilustración 23: Duplicación del cubo 

 

 

https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/CisoideDeDiocles.fig
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La hipérbola de Pappus  

 

En el año 340, Pappus de Alejandría utiliza su hipérbola equilátera para la 

trisección del ángulo. La construcción es la siguiente: 

Dado un segmento ὃὄ con ὓ su punto medio y mediatriz ά, se trazan dos 

circunferencias: una con centro en ὃ y radio ὃὓ, mientras que la otra con centro ὄ 

y radio ὄὓ. 

Sea ὅ un punto sobre la circunferencia con centro en ὃ. Se traza una tercer 

circunferencia con centro en ὅ y radio ὅὓ y se nombra Ὀ a su otra intersección 

con la primer circunferencia. El punto Ὁ se define como el simétrico de Ὀ con 

respecto a ά. 

Se trazan las semirrectas ὃὅ y ὄὉ cuya intersección es ὖ. Definimos ὗ como el 

simétrico de ὖ con respecto a m. 

El lugar geométrico de ὖ y ὗ cuando se mueve ὅ, es la hipérbola de Pappus. 

(Ilustración 24) 

 

 

Ilustración 24: Hipérbola de Pappus 

https://dl.dropbox.com/u/39455434/Cinvestav/iLocus/LocusHistoricos/HiperbolaDePappus.fig
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Hay que observar que el arco ὅὈ y el arco ὅὓ son iguales, por lo que ᷃Ὀὃὅ

ὅ᷃ὃὓ; es decir, que Ὀ᷃ὃὓ ς ὅ᷃ὃὓ. Pero Ὁ es el simétrico del punto Ὀ, por lo 

que se cumple que  ὖ᷃ὄὃς ὖ᷃ὃὄ 

Sean ὲ y ὰ las mediatrices de los segmentos  ὃὖ y ὖὄ respectivamente y Ὄ su  

intersección. (Ilustración 25) 

La circunferencia con centro en H y radio HP, muestra que ὃὌ ὖὌ ὄὌ porque 

ὲ y ὰ fueron definidos como mediatrices. Además los ángulos ὖὄὃ y ὖὃὄ son 

inscritos en este mismo círculo con ὖ᷃ὄὃς ὖ᷃ὃὄ 

Entonces se cumple que ὖ᷃Ὄὃ ς ὖ᷃Ὄὄ, es decir el ángulo ὃὌὄ ha sido 

trisecado. 

 

Ilustración 25: Trisección 
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La espiral de Arquímedes  

 

Arquímedes de Siracusa ideó la siguiente construcción: 

"Imaginaos una línea que gira con velocidad constante alrededor de un 

extremo, manteniéndose siempre en un mismo plano, y un punto que se 

mueve a lo largo de la línea con velocidad lineal constante: ese punto 

describirá una espiral" (Ilustración 26) 

La espiral Arquimediana es aquella en la que el radio varía de forma proporcional 

al ángulo girado. Este notable matemático, define por primera vez en la historia de 

la humanidad, una curva mecánica basada en movimiento y de la cual hace un 

estudio exhaustivo en su obra De las espirales. Las propiedades descritas de 

esta curva, es un extraordinario  avance para esta ciencia, y solo será retomado 

dos mil años después con el surgimiento del Cálculo Diferencial.  

 

Ilustración 26: Espiral de Arquímedes 
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La espiral de Arquímedes también resuelve el problema de la trisección del 

ángulo. Para ello, se toma un punto P sobre la espiral de Arquímedes como se 

muestra en la ilustración 28. 

El segmento OP se divide en tres segmentos iguales, de manera que OA=AB=BP. 

Al trazar los círculos con centros en O y radios OA y OB, se obtienen sus 

intersecciones respectivas R y Q con la espiral. 

El ángulo MON es la tercera parte del ángulo PON. (Ilustración 27) 

 

 

Ilustración 27: Trisección del ángulo con la espiral Arquimediana 

 

 

Otros l ugares geométricos   
 

Describiremos a continuación, algunas curvas que han surgido en el transcurso de 

la historia. No es el objetivo agotar el cúmulo de ejemplos que se han 
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desarrollado, sino describir algunos cuyo contexto histórico aporten elementos de 

reflexión para este trabajo de investigación al ser trasladados a un ambiente 

dinámico. 

Los epiciclos y deferentes de Ptolomeo 

Claudio Ptolomeo nació en Alejandría, cerca del año 85 de nuestra era. Este 

matemático, geógrafo, químico y astrónomo, explica el movimiento de los planetas 

respetando la idea de que solo pueden moverse en órbitas circulares. Su teoría 

plantea dos conceptos: los epiciclos y los deferentes. Un deferente es un círculo 

asignado a cada uno de los planetas, por lo que a la Tierra le corresponde uno 

también (aunque no necesariamente está en el centro de este círculo). Dado un 

punto A sobre el deferente, existe un círculo cuyo centro es A y que es descrito 

por el planeta que gira alrededor. (Ilustración 28) 

 

Ilustración 28: Epiciclo y deferente 
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La versiera de Agnesi 

María Gaetana Agnesi (1718-1799). Su obra más importante: Instituciones 

Analíticas, basado en un tratamiento didáctico sobre el cálculo diferencial e 

integral, fue traducido al inglés y francés. Una mala traducción de John Colson, un 

profesor  de Cambridge al confundir el término empleado para la curva sinoidal 

versa ñversieraò, que en italiano significa ñvirarò, girarò, por ñavversieraò que 

significa ñbrujaò, ñhechiceraò. Aún con el error declarado, las posteriores 

traducciones y ediciones, han mantenido para la historia de la matemática el 

t®rmino ñbruja de Agnesiò. (Ilustración 29) 

 

Ilustración 29: Versiera de Agnesi 

 

Lituus 

El Lituus, creada por el matemático Roger Cotes en 1722, es el lugar geométrico 

de los puntos P de manera que el área de un sector circular permanece constante.  
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Ilustración 30: Lituus 

 

 

La curva de Wittgenstein 

En su libro, Remarks on the foundations of mathematics, Ludwing Wittgenstein 

plantea el siguiente mecanismo: mientras el punto A describe una circunferencia, 

el punto B describe una figura en forma de 8. (Wittgenstein, 1956) 

El problema puede plantearse en términos de lugar geométrico de la siguiente 

manera. Sea un punto A sobre una circunferencia y u punto F ajeno a ella. 

Sea un segmento de longitud constante AP contenida en la recta que asa por A y 

F. ¿Qué trayectoria describe P cuando A se desplaza por la circunferencia? 
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Ilustración 31: Curva de Wittgenstein 

Se puede considerar al punto F como un pivote, y al hacer variar la longitud del 

segmento, el lugar geométrico que se obtiene se muestra en la ilustración 32: 

Al variar la posición del pivote el efecto es como en la figura 33: 

Ilustración 32: Variación en la longitud del segmento AP 

Ilustración 33: Efecto del movimiento del pivote 
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Instrumentos matem áticos 

Máquinas de Van Schooten 

A lo largo de la historia, han surgido esfuerzos por crear un instrumento 

matemático que permitiera el trazado de distintas curvas. Entre ellos se encuentra 

Frans Van Schooten (1615-1660), quien en 1646 crea un elipsógrafo. En la 

ilustración 34 se muestra el bosquejo de Schooten y una versión dinámica del 

instrumento. 

Van Schooten también ideó una máquina para trazar una parábola. (Ilustración 35) 

 

Ilustración 35: Parábola de Van Schooten 

Ilustración 34: Elipsógrafo de Van Schooten 
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Y una más para trazar una rama de la hipérbola (Ilustración 36) 

 

Ilustración 36: Hipérbola de Van Schooten 

 

 

 

El cuadrado en movimiento  de Newton  

Newton en sus ñArithmetica Universalisò propone algunas máquinas para trazar 

curvas. Uno de ellos es su Moving Square. 

Sea un cuadrado QSRT que se mueve de tal manera que el vértice Q se desplaza 

por el eje vertical y la longitud del segmento OH es la misma que la de QK. 

El punto K está construido de tal manera que una paralela al lado QS que pasa 

por k también pasa por H. (Ilustración 37) 

 

 

 



71 
 

 

Ilustración 37: Moving Square 

La elipse de Da Vinci 

Leonardo Da Vinci (1452-1519) diseño el siguiente elipsógrafo (Ilustración 38). 

Una recta que pasa por A y B, con A desplazándose sobre un segmento y B en 

otro perpendicular al primero. El punto P se determina dentro del segmento AB. 

 

Ilustración 38: Elipse de Da Vinci 
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La era digital  
 

Un objeto matemático en su versión digital, dentro de un entorno dinámico 

adquiere nueva expresividad. Una construcción en Cabri géomètre (Cabri), por 

ejemplo, permite una exploración dinámica que ofrece la oportunidad al 

explorador, de observar relaciones, rasgos, y características insospechadas en 

muchos casos. 

Ejemplificaremos una construcción: a partir de una circunferencia de centro Ὂy 

radio ὶ (en la figura el radio es igual a la distancia ὊὝ) se define un punto 

arbitrario Ὂ, que serán los focos de la elipse. Dado un punto T sobre la 

circunferencia, se construye la mediatriz del segmento ὊὝ. A la intersección de 

esta mediatriz con el radio ὊὝ, se le denomina P. La trayectoria que sigue P 

cuando T se desplaza sobre la circunferencia es la elipse resaltada en rojo. 

Cuando el foco Ὂ se coloca fuera del círculo, la curva resaltada se transforma en 

una hipérbola. (Ilustración 39)   

 

Una propiedad interesante de la construcción está en el hecho de que la mediatriz 

definida en la ilustración 3, resulta ser la tangente a la elipse en el punto P, y 

continua siéndolo de la hipérbola asociada. 

Ilustración 39: Hipérbola asociada a la construcción de la elipse 
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Por otra parte, es posible resaltar la dimensión estética de una construcción 

geométrica con fines didácticos. Por ejemplo, un estudio informal de las cónicas 

puede hacerse a través de un interactivo diseñado en geogebra, donde los 

estudiantes arrastran los puntos (se presentan 5 puntos en total) y observan en 

tiempo real el efecto de la posici·n de cada bal·n en ñla zona de chuteò que en 

realidad es la cónica determinada. (Ilustración 40)  

 
Ilustración 40: Exploración de las cónicas 
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Introducción  
 

El lugar geométrico también es una herramienta de mediación que permite 

explorar posibilidades de solución dentro de un marco de resolución de problemas. 

En este capítulo describiremos algunos usos del locus como mediador para 

analizar situaciones específicas que permiten elaborar conjeturas que conduzcan 

a la comprensión del problema y, por ende, a una solución sustentada en 

principios matemáticos. 

 

Problema 1: El anuncio espectacular 

Una persona camina sobre una calle recta mientras observa un anuncio 

espectacular. (Ilustración 41) ¿En qué posición obtendrá el mayor ángulo de 

visión? 

 

 

Ilustración 41: El anuncio espectacular 
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El ángulo de visión es una función de la posición del sujeto que observa. Algunos 

casos posibles hacen evidente la variación de este ángulo de visión. (Ilustración 

42) 

 

 

 

 

 

 

Una manera de explorar la situación es a través de su modelación en un ambiente 

de geometría dinámica. Particularmente, el software Cabri ofrece una expresividad  

que puede dar luz sobre la solución. (Ilustración 43) 

 

Ilustración 43: Exploración digital 

Trazamos una paralela a la calle por el vértice del ángulo de visión. Una 

semirrecta por el mismo punto y perpendicular a la calle, permite trasladar el valor 

del ángulo de visión como un valor sobre este eje cartesiano. 

Ilustración 42: Ángulos de visión 



79 
 

La herramienta traza, permite una visualización del lugar geométrico que 

representa la variación del ángulo de visión. (Ilustración 44) 

 

Ilustración 44: La traza 

Este primer acercamiento, ofrece la posibilidad de ubicar la zona donde al ángulo 

de visión es mayor. 

Al activar la herramienta locus, es posible obtener el lugar geométrico de todos 

estos valores del ángulo sobre la semirrecta, en función de la posición del sujeto. 

En este momento, no es necesario seguir visualizando el ángulo de visión, porque 

el locus nos muestra su comportamiento. (Ilustración 45) 

 

Ilustración 45: Locus 
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Es locus permite ubicar la silueta en una posición en que se alcanza un máximo 

local sobre la curva. (Ilustración 46). Es pues, una conjetura. 

 

Ilustración 46: Conjetura 

 

Es posible reconsiderar el problema observando que los extremos del anuncio 

espectacular y el vértice del ángulo de visión determina una circunferencia. 

(Ilustración 47) 

 

Ilustración 47: Ángulo inscrito 
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¿Qué sucede con esta circunferencia cuando nos acercamos al máximo sobre el 

locus? Esta es una pregunta que de manera natural atrae otra pregunta que  

arroje nuevos datos del problema. 

Hay que notar que cuando la silueta se encuentra en una posición distinta al 

máximo relativo, la circunferencia corta a la recta paralela a la calle en dos puntos. 

Uno de ellos es el vértice del ángulo de visión. Es decir, que sobre la línea de 

visión (la recta paralela a la calle) hay en realidad dos puntos que determinan el 

mismo ángulo de visión. 

Cuando nos acercamos al máximo de la curva, la cuerda que se determina con la 

intersección de la circunferencia con la línea de visión se hace muy pequeña hasta 

que la circunferencia se vuelve tangente a dicha línea. (Ilustración 48) 

 

Ilustración 48: Tangencia 

La tangencia de la circunferencia con la recta paralela a la calle es una manera de 

determinar la posición en que el ángulo de visión es el mayor. 
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Problema 2: El área bajo la curva cicloide  

En 1630, Marín Mersene sugirió a la comunidad matemática, encontrar la 

cuadratura de la cicloide. Fue Gilles Personne de Roberval (1602-1657) quien lo 

demostró a través de calcular que el área contenida en un arco de cicloide es igual 

a tres veces el área del círculo que la genera. 

El problema puede explorarse en Cabri, a través de las herramientas con que 

cuenta. Sea AB el segmento donde se hace girar al círculo generador. R es el 

punto de tangencia de la circunferencia con el segmento AB y P el punto cuya 

trayectoria es la cicloide. (Ilustración 49) 

 

Ilustración 49: La Cicloide 

 

Trazamos una paralela al segmento AB que pase por P y una perpendicular a AB 

que pase por R. La intersección de ambas rectas será el punto Q. (Ilustración  50) 
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Ilustración 50: Trazo auxiliar 

El lugar geométrico de Q cuando R se mueve por AB, es la llamada curva 

compañera. (Ilustración 51) 

 

Ilustración 51: La curva compañera 
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Observemos el segmento PQ. Por el principio de Cavalieri, el área que barre 

cuando R va de A a B, es la misma área que la del círculo generador. (Ilustración 

52) 

 

Ilustración 52: Área entre la cicloide y la curva compañera 

De manera gráfica podríamos apreciar la equivalencia de áreas (Ilustración 53) 

 

Ilustración 53: Equivalencia de áreas 
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Por otra parte, la mediatriz MN del segmento AB, determina un rectángulo AMNC, 

cuya área es igual a “ὶςὶ ς“ὶ  (Ilustración 54) 

 

Ilustración 54: Rectángulo AMNC 

Este rectángulo está divido en dos partes iguales por la curva compañera. Para 

probarlo, se transfiere la longitud RQ a N, a través de la herramienta compás,  la 

intersección de la nueva circunferencia con el segmento MN determina el punto Tô 

a partir del segmento QT paralelo a AB. De nuevo el principio de Cavalieri permite 

mostrar que ambas áreas son iguales. (Ilustración 55) 

 

Ilustración 55: Rectángulo AMNC y la curva compañera 
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Dado que la curva compañera divide al rectángulo en dos secciones con la misma 

área y por el hecho de que entre la curva compañera y la cicloide se encierra la 

misma área que el círculo generador, tenemos que  el área bajo la curva 

compañera en la siguiente imagen es: 

ρ

ς
ς“ὶ  

ρ

ς
“ὶ

ρ

ς
ς“ὶ “ὶ  

 
ρ

ς
σ“ὶ

σ

ς
“ὶ 

Contemplando ambas secciones simétricas de la cicloide, tenemos que el área 

bajo la curva cicloide es ς “ὶ σ“ὶ, es decir tres veces el área del círculo 

generador. (Ilustración 56) 

 

Ilustración 56: El área bajo la curva cicloide 
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Problema 3: Un problema de mínimos  

Sea un triángulo cualesquiera ABC y P un punto sobre el lado BC. A partir de P se 

trazan perpendiculares a los lados AC y AB, cuyas intersecciones se nombran N y 

M respectivamente. 

El problema consiste en encontrar la posición de P que haga al segmento MN el 

menor de los posibles. (Ilustración 57) 

 

Ilustración 57: Un problema de mínimos 

Por P se traza una perpendicular al lado BC y con la herramienta compás, se 

transfiere la medida del segmento MN a esta semirrecta a partir de P. El punto Q 

es un indicador de la magnitud del segmento MN. (Ilustración 58)  

 

Ilustración 58: Transferencia de medida 
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Ahora, al mover el punto P, se obtiene el lugar geométrico de las magnitudes del 

segmento MN (Ilustración 59) 

 

Ilustración 59: Locus 

La conjetura es que P debe ser el pie de la altura del triángulo trazada des  A. 

Cuando el triángulo es rectángulo, el mínimo se alcanza cuando P se coloca sobre 

el vértice B. (Ilustración 60) 

 

Ilustración 60: Triángulo rectángulo 
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Introducción  
 

En un entorno digital, añejos problemas matemáticos adquieren formas nuevas de 

representación que permite a los estudiantes emplear estrategias de resolución 

que pueden ser radicalmente distintas a las de un ambiente de papel y lápiz. 

Los ejemplos cada vez son más numerosos. El hecho de descubrir cada vez algo 

nuevo en una situación particular, no necesariamente nos llevaría a conclusiones 

generales. No basta con el entorno digital para abordar los problemas que plantea 

la educación matemática, pues se requiere incluirlo como parte de un proyecto 

educativo más amplio. Es decir, el medio digital debe funcionar como soporte 

semiótico: las ideas matemáticas tendrán entonces un nuevo medio de expresión.  

 

 

Expresión digital del trazo geométr ico.  El iLocus 

 

En el papel mediador de la geometría dinámica, es necesario diferenciar los 

conjuntos de puntos del mundo de papel y lápiz llamado lugar geométrico, del 

locus como objeto dinámico, manipulable.  

Lo que denominaremos i-Locus, es al lugar geométrico como objeto borde 

(Moreno L. , La semiótica y lo digital: dominios coextensivos, 2011), dentro de una 

ambiente digital.   

Para ejemplificar esta atribución, se describirá la construcción dinámica de una 

parábola: dado un punto Ὂ fuera de una recta ὒ, se construye una perpendicular a 

ὒ por un punto ὓ en ella. Se traza la mediatriz de Ὂὓ y su intersección con la 

perpendicular la denominaremos ὅ. 

Este último punto ὅ, será el centro de una circunferencia tangente a ὒ, que pase 

por Ὂ. De esta manera se garantiza que Ὂὅ ὅὓ, es decir la definición de 
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parábola: el lugar geométrico de los puntos que equidistan de un punto fijo 

llamado foco (F) y una recta L llamada directriz. (Ilustración 61) 

 

Ilustración 61: Construcción dinámica de una parábola 

Al desplazar M sobre la recta que lo contiene, usando la herramienta ñtrazaò, se 

describe la parábola. (Ilustración 62) 

 

Ilustración 62: Traza de la parábola al desplazar M 
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El iLocus de esta construcción es la parábola que puede ser manipulada a través 

de los elementos estructurales que pueden variar, como el foco. En la ilustración 

63 se muestra el efecto sobre el locus cuando el foco F se acerca a la recta L: 

 

 

Ilustración 63: iLocus. Efecto de acercar el foco a la recta L 

Uno de las propiedades de la mediatriz que se puede observar con esta 

construcción es que simultáneamente a su condición de mediatriz, también es 

tangente a la parábola en todos sus puntos. 

La exploración también puede incluir los efectos en la parábola cuando el foco se 

coloca bajo la recta L. (Ilustración 64) 

Ilustración 64: iLocus 
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Esta flexibilidad en la manipulación de los parámetros de la parábola, permite una 

exploración dinámica. Este es el rasgo fundamental de un iLocus. 

 

Un ejemplo: problema de máximos 

Sea M un punto móvil sobre el lado AD del cuadrado ABCD. La posición de M 

determina las posiciones de los segmentos DU y MP cuya intersección P traza la 

cuadratriz de Hippias. La posición de M, determina simultáneamente las 

posiciones de los puntos U, R, S y T (que son los vértices de un nuevo cuadrado) 

cuando la construcción de la cuadratriz se realiza en cada uno de los lados del 

cuadrado ABCD, como se muestra en la ilustración 18. (Ilustración 64) 

 

Ilustración 65: Cuadratriz de Hippias sobre los lados de un cuadrado 
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El problema consiste en determinar la posición de M de manera que la razón entre 

las áreas de los cuadrados ABCD y URST sea la máxima. 

El problema a lápiz y papel parecería incluso irresoluble. Sin embargo, en un 

ambiente digital podría plantearse distintas situaciones: 

El máximo puede observarse en la siguiente representación (Ilustración 65) en un 

ambiente de Cabri: 

 

Ilustración 66: solución al problema, en un ambiente de Cabri 

 

La posición de M que garantiza la razón máxima, es el punto medio del lado AD 

Otro problema consiste en bosquejar el lugar geométrico de una diagonal del 

cuadrado URST, como se muestra en la ilustración 66, en color verde: 
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Ilustración 67: Locus de una diagonal del cuadrado URST 

 

Para finalizar nuestro ejemplo, se puede mostrar que el lugar geométrico del 

centro de la familia de circunferencias que contienen a los puntos M, P y U, vive 

en una rama de una hipérbola (en la ilustración 67, resaltada en gris): 

 

Ilustración 68: locus del centro de la familia de circunferencias que contienen a M, P y U 
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La componente didáctica  

 

El diseño del iLocus, también puede agregar una componente didáctica. Por 

ejemplo, para el estudio de la trayectoria de un punto P definido sobre el radio de 

un círculo que rueda, puede proponerse la siguiente construcción (Ilustración 69) 

 

Ilustración 69: iLocus. Componente didáctica 

La exploración empieza al desplazar la bicicleta a través del punto B. Al activar el 

bot·n ñTrazaò. El punto P describe la trayectoria que se muestra en la ilustraci·n 

70. 

El estudiante puede desplazar la bicicleta y ver la trayectoria que describe P. A 

partir de ahí, se puede sugerir se borre la traza y que se cambie la posición de P. 

Se inicia una exploración de los efectos sobre lugar geométrico que determina P 

cuando se mueve B. 
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Ilustración 70: Traza del punto P 

 

Se pueden generar una discusión sobre estos efectos, que lleve al planteamiento 

de conjeturas por parte de los estudiantes. Preguntas como las siguientes se 

vuelven necesarias: ¿Qué sucede con el lugar geométrico cuando P está muy 

cercano al centro de la llanta?, ¿Cómo es el lugar geométrico de P cuando se 

encuentra al borde de la llanta? 

Cuando la discusión haya abordado estas dos cuestiones, se puede proponer 

desactivar la Traza y activar el bot·n ñLocusò. 

Con el locus visible, se pueden validar las conjeturas realizadas, y proponer 

rasgos distintivos de este lugar geométrico, así como los efectos sobre él cuando 

se modifica la posición de P. Es este momento en que el iLocus se introduce en el  

escenario de exploración. 

En la ilustración 71 se muestran algunos momentos en que el iLocus ofrece datos 

sobre las características de lugar geométrico en estas condiciones. 
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Ilustración 71: iLocus como herramienta de mediación 

El estudiante explora las propiedades del lugar geométrico a través de la 

manipulación directa sobre el. Es decir, el iLocus es para el una herramienta de 

mediación que le permite explorar el objeto matemático que en un caso particular 

es la cicloide y en otro caso una línea recta. 
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Finalmente, se puede prescindir de la imagen de la bicicleta al desactivarla con el 

bot·n ñbicicletaò. Al pulsar ñC²rculoò, permanecer§ intacto el iLocus, pero podr§ 

visualizarse el círculo que rueda y que genera este lugar geométrico. (Ilustración 

72) 

 

Ilustración 72: Abstracción del contexto 

 

Una aplicación al estudio del ár ea bajo la curva 

 

El iLocus, puede ser también, parte esencial en la exploración de otros conceptos 

matem§ticos. Por ejemplo, en el estudio del concepto de ñ§rea bajo la curvaò, el 

iLocus puede adoptar el papel de la función a integrar y realizar un análisis 

cualitativo de esta propiedad. 

Dados los límites superior e inferior, un interactivo como el que se muestra en la 

ilustración 73, se transforma en una herramienta de mediación.  
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Ilustración 73: iLocus y el área bajo una curva 

Este interactivo, en particular, permite la manipulación de los coeficientes de una función 

de grado 4 a través de 5 deslizadores. El efecto de esta acción es el iLocus y se expresa 

en la forma de la gráfica de la función.  

También es posible manipular el número de particiones a través del deslizador en color 

azul. Se puede prescindir de los deslizadores que controlan los parámetros de la función 

para realizar una exploración más dirigida. (Ilustración 74) 

 

Ilustración 74: Exploraciones 
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Introducción  
 

A través del diseño experimental, nos proponemos observar los rasgos distintivos 

de la acción cognitiva de los sujetos. Esto incluye, desde luego, sus interacciones 

en el seno un grupo de aprendizaje. La cognición humana no reside sólo en un 

cerebro aislado sino que es moldeado por la acción social distribuida. (Lozares, 

C.200; pág. 101) 

En el desarrollo de las actividades experimentales, se ponen de relieve dos 

momentos fundamentales en la resolución de un problema: por una parte, la 

representación de lugares geométricos que se realizan en un medio de papel y 

lápiz,  y por otra,  los construidos en un medio digital. Se trata de un análisis 

cualitativo a través de la observación experimental de las ejecuciones en tiempo 

real que los participantes realizan durante este proceso. 

El experimento se llevó a cabo con un grupo de trabajo, durante un periodo de 16 

semanas de actividades. Los rasgos generales de este proceso se describen en 

este capítulo, pero pueden condensarse en los siguientes puntos: 

1. Diseño, aplicación y evaluación  de problemas que involucran lugares 

geométricos.  

2. Proceso de apropiación del medio digital.  

3. Resolución de problemas en medios distintos.  

4. Recopilación de los datos.  

También se documentó el proceso de resolución de problemas con herramientas 

digitales, a través del software Camtasia Studio, que consiste en grabar en tiempo 

real lo que sucede en pantalla de la computadora en uso. Con estos instrumentos, 

fue posible obtener los siguientes tipos de evidencias: 
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Á Videograbaciones.  

Á Registro  escrito por  cada participante  de  los intentos de 

resolución de los problemas planteados con lápiz y papel. 

Á Archivos de video de captura de pantalla en tiempo real. 

Á Archivos de las construcciones realizadas en Cabri y Geogebra. 

 

Características de los participantes  

 

Los participantes son 24 profesores de educación secundaria que se encuentran  

frente a grupo y que participaron en distintos cursos de actualización promovidos 

por la Dirección de Actualización y Centro de Maestros del Distrito Federal 

(DACM). En adelante nos referimos a ellos como estudiantes-profesores, dado 

que en el periodo en que se trabajó con ellos, se encontraban realizando estudios 

de maestría en distintas instituciones como el CINVESTAV, la UNAM y una 

maestría inter-normales que agrupan las Escuela Normal Superior de México, la 

Benemérita Escuela Nacional de Maestros y la Escuela Normal de 

Especialización. 

Los estudiantes-profesores pertenecen al distintos sistemas como telesecundaria, 

secundarias diurnas, y secundarias técnicas. Su adscripción data principalmente 

del Distrito Federal, pero también se involucraron estudiantes-profesores cuyo 

centro de trabajo se encuentran en el estado de Querétaro y Puebla. Estos 

estudiantes-profesores se encontraban radicando temporalmente en la zona 

metropolitana debido al carácter presencial que implicaba su pertenencia al 

programa de maestría que estaban cursando. 

El grupo de estudiantes-profesores, participaron en distintos cursos de 

actualización, de los cuales en común habían cursado: 
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Á SC12 Contenido y enseñanza de las Matemáticas en la Escuela 

Secundaria. Duración: 40 hrs. 

Á La problemática de la enseñanza y el aprendizaje de las 

matemáticas Duración: 40 hrs. 

Á La matemática con un enfoque en competencias. Duración: 40 hrs. 

El grupo de estudiantes-profesores, se concentró durante seis módulos de trabajo 

bajo el programa de diplomado en educación secundaria, auspiciado por la UNAM 

y promovida por la DACM, perteneciente al programa de Formación Pedagógica 

para Maestros en Servicio (PROFOPEMS). El diplomado fue diseñado por la 

Dirección General de Educación Secundaria Técnica. En este lapso de trabajo, se 

extrajeron las 16 sesiones en que se estructuró el proceso de experimentación.  

Diseño experimental  
 

El proceso de experimentación se llevó a cabo en 4 momentos, los cuales se 

describen a continuación: 

Diseño, aplicación y evaluación  de problemas que involucran lugares geomét ricos.  

En un principio, antes del trabajo con los estudiantes-profesores, se plantearon 

actividades de trabajo en las cuales aparecen problemas que conducen a la 

identificación de un conjunto de puntos que satisfacen una condición determinada. 

Las actividades de trabajo fueron piloteadas con profesores de telesecundaria del 

estado de Querétaro, durante una reunión de trabajo académico con profesores de 

matemáticas de la región norte lo que permitió su evaluación y posterior ajuste; y 

debe aclararse que estas actividades-problema tenían el objetivo de calibrar el tipo 

de situaciones a plantear. Algunas de ellas terminaron por omitirse. 
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Se diseñó un instrumento cuyo objetivo era obtener evidencia de cómo los 

estudiantes-profesores se imaginan un lugar geométrico a partir de una condición 

determinada.  No se permitió un análisis exhaustivo de las condiciones del 

problema para poder obtener una referencia de lo que los estudiantes-profesores 

se imaginan  que sería la respuesta. 

A través de una hoja de respuestas, seleccionaban de entre 4 opciones la 

representación que suponían como solución al problema planteado. Cada 

pregunta tenía un lapso de 10 segundos para elegir respuesta. 

Los 4 problemas y sus opciones de respuesta fueron: 

 

La llanta que rueda 

Identifique la trayectoria que describe Pô sobre la pared, como la proyecci·n de un 

punto P (el pivote) sobre una llanta que se hace rodar. (Ilustración 75) 

 

Ilustración 75: La llanta que rueda 

 

 

 

P tΩ 
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 Las opciones de respuesta fueron: 

A)                                                         B)                 

 

C)                                                        D)                 

 

Las respuestas de los estudiantes-profesores se muestran en una tabla de 

frecuencias y en una gráfica circular. (Ilustración 76) 

 

Ilustración 76: Respuestas 

 

Solo 3 de los 17 participantes eligieron la opción C que contenía la trayectoria 

correcta. Es interesante cómo 12 de ellos visualizaron el comportamiento de la 

proyección de P, pues no consideraron la longitud del radio para determinar la 

trayectoria; es decir, lo visualizaron solo como un punto que va recorriendo el 

plano de manera cíclica. Dos de los participantes eligieron la representación 
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clásica de la cicloide. Pero no consideraron que el punto P no esté sobre el borde 

de la llanta. 

Cuadrado en tumbos 

¿Cuál es la trayectoria que sigue el vértice A de un cuadrado que va dando 

tumbos sobre una línea recta? (Ilustración 77) 

 

Ilustración 77: Cuadrado en tumbos 

Las opciones de respuesta fueron: 

A)  

 

 

B) 

 

 

C) 

 

 

D) 
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La ilustración 78 muestra el comportamiento del grupo:  

 

Ilustración 78: Respuestas al problema 

 

La mayoría eligió la opción correcta. Sin embargo, dos de ellos consideraron una 

cicloide como posible trayectoria. 

Es de llamar la atención también, que dos participantes consideran que la 

trayectoria tiene rupturas periódicas. Como si en un momento determinado el 

vértice alcanza su altura máxima y de pronto se encontrara muy próximo a la 

horizontal, es decir, una discontinuidad en el lugar geométrico. 

El hilo enrollable 

 

El segmento PQ se enrollará alrededor de la circunferencia que se muestra. ¿Qué 

trayectoria describirá P si el hilo se mantiene siempre tenso? (Ilustración 79) 
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Ilustración 79: El hilo enrollable 

 

Las opciones de respuesta fueron:  

  

A)                                B)                                     C)                                 D) 

 

 

 

 

 

 

Los estudiantes-profesores tuvieron la siguiente elección (Ilustración 80). 

 

 

Ilustración 80: Respuestas 
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De los 17 estudiantes-profesores, 10 de ellos eligieron correctamente la opción 

que describe el lugar geométrico que resuelve el problema. 

Es significativo que 6 participantes (el 35 %) eligieran la opción C, lo que da 

evidencia de que no visualizan la proporción entre la longitud del hilo en relación 

con la circunferencia; es decir, solo establecen la propiedad de que el punto P gira 

alrededor de la circunferencia describiendo una espiral. Finalmente, se muestra un 

concentrado donde se puede observar el desempeño grupal en la visualización de 

los conjuntos de puntos. 

 

 

Con base en el concentrado de la ilustración 81, es posible 

inferir que: 

Á Cerca del 50% de las preguntas no obtuvieron la 

respuesta esperada. 

Á Solo tres estudiantes-profesores eligieron 

correctamente las opciones. 

Á Tres estudiantes-profesores no acertaron a ninguno 

de los tres conjuntos de puntos. 

 

 

 

 

Ilustración 81: Concentrado 
de respuestas 
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El triángulo en el triángulo 

 

Sea ABC un triángulo cualesquiera. 

Con el mismo lado BC se construye otro triángulo cuyo tercer vértice M se 

desplaza por el perímetro de ABC. 

Sea Ὤ la altura del triángulo MBC y ὃὬ el área del triángulo MBC en función de Ὤ 

¿Cuál es el lugar geométrico del punto P cuyas coordenadas son (▐, ═▐)?  

 

Ilustración 82: Problema "El triángulo en el triángulo". 

 

Los estudiantes-profesores consensaron la siguiente respuesta: ñEl lugar 

geométrico es una parábolaò. Esto puede explicarse porque los estudiantes-

profesores se centraron en la idea de que el área se manifiesta en unidades 

cuadradas. Sin embargo, en el problema solo se está variando una longitud, por lo 

que la relación que se establece entre la altura del triángulo y el área es una 

relación lineal. 
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Este comportamiento grupal, también pudo observarse en una sesión llevada a 

cabo en un simposio sobre uso de tecnología, en la cual a pesar de que los 

asistentes modelaron el problema en una calculadora graficadora, antes de 

mostrar el lugar geométrico habían predicho que el conjunto de puntos sería una 

curva de grado 2, es decir una parábola. 

El problema y el lugar geométrico buscado, modelados en la calculadora NôSpire, 

se muestran en la ilustración 83: 

 

Ilustración 83: Solución al problema de "el triángulo en el triángulo" en una ambiente de geometría dinámica de la 
calculadora N'Spire. 

 

Las actividades anteriores, fueron propuestas desde la proyección de una 

presentación. No implicaba interacción directa de los profesores con los objetos 

matemáticos. 

Con base en esta experiencia, se hizo necesario agregar un componente 

interactivo que permitiera a los participantes involucrarse como grupo en un 
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entorno digital. De esta manera se diseñó un artefacto digital, que denominamos 

superficie interactiva, que consiste en emular la interactividad de un pizarrón 

interactivo. 

 

Proceso de apropiación del medio digital.  
 

Durante las 16 sesiones de trabajo, se plantearon problemas de construcciones 

geométricas de manera que los estudiantes-profesores se apropiaran de las 

principales herramientas del entorno Cabri, aunque algunos eligieron trabajar con 

geogebra. 

Al mismo tiempo, se realizaron actividades encaminadas a desarrollar un artefacto 

que emulara las propiedades de un pizarrón electrónico. Este artefacto lo 

denominamos Superficie Interactiva (SI) y se describe a continuación. 

Superficies interactivas  

 

Existen en el mercado, diversos pizarrones electrónicos que permiten una 

interacción directa del usuario con el software. Sin usar el ratón. Algunos 

pizarrones requieren un lápiz electrónico y otros responden directamente al tacto. 

 

En educación básica, por ejemplo, las escuelas primarias cuentan con pizarrones 

Smart Board, y algunas escuelas secundarias fueron dotadas con pizarrones 

interactivos Alfher eBeam. 

La idea de incorporar un artefacto digital que permitiera emular la funcionalidad de 

un pizarrón interactivo, va orientado a recuperar la experiencia de los profesores 

en estas  herramientas digitales y su proyección hacia contextos escolares en el 

que la tecnología cada vez incrementa su presencia.  
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Nos interesaba incorporar la interactividad que ofrece un pizarrón electrónico, 

dado que exploraríamos también el comportamiento grupal en la resolución de un 

problema que involucra el concepto de lugar geométrico. De esta manera no 

consideramos necesario utilizar un aula digital o laboratorio de cómputo, en la cual 

los docentes podrían trabajar individualmente cada quien en un computador, sino 

observar las interacciones en el seno de un grupo que se enfrenta a un problema 

matemático con la mediación de una herramienta interactiva como el pizarrón 

electrónico.  

Para el diseño de un emulador de pizarrón interactivo, se requirió de un control 

remoto Wii mote, un lápiz infrarrojo, una superficie de proyección y un software 

que sincroniza todos estos artefactos.  

 

Utensilios 

Los utensilios necesarios para generar una SI son: 

Á Wii mote. Es el control remoto Wii, que representa el mando principal de la 

consola Wii de Nintendo. (Ilustración 84) 

 

Ilustración 84: Wii mote 

 

Á Lápiz infrarrojo. Es un instrumento que se debe construir. Consta de un 

caparazón (un marcador de agua, por ejemplo), al cual se le introduce una 

pila AA o AAA (1.5 volts),  un led infrarrojo y un pulsador para interrumpir la 

corriente. (Ilustración 85) 
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Ilustración 85: Lápiz infrarrojo 

 

Á Computadora con dispositivo Bluetooth. El principal medio que hacer 

funcionar el artefacto digital, es la transmisión de datos vía Bluetooth, por lo 

que se requiere usar una computadora que tenga incorporada esta 

tecnología.  

 

 

Á Proyector. Es un dispositivo que permite proyectar en cualquier superficie, 

la pantalla de una computadora. 

 

Ilustración 86: Cañón proyector 

 

 

El lápiz infrarrojo 

Para construir un lápiz infrarrojo, se requiere de un caparazón sólido que permita 

simular un lápiz electrónico. 

Se requiere: 

Á Una batería AA o AAA 
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Á Cable  

Á Led infrarrojo 

Á Pulsador  

El siguiente diagrama (Ilustración 87) muestra la manera de construir el artefacto:  

 

Ilustración 87: Diagrama de construcción del lápiz infrarrojo 

 

Es importante identificar la polaridad del led infrarrojo (el conductor más largo 

indica la carga positiva). 

Los modelos de lápices infrarrojos dependen del ingenio y materiales con lo que 

se desee construir. Algunos ejemplos de lápices construidos por los profesores 

son: 

 

Ilustración 88: Modelos de lápices infrarrojos 
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El software smoothboard 

Uno de los programas que permite la sincronización de los utensilios para formar 

el artefacto digital, es el smoothboard (http://www.smoothboard.net/). 

Al descargar e instalar el software, se debe considerar que 

la computadora a utilizar debe tener conectividad 

bluetooth. 

El software de inicio, presenta una interface que indica el 

estado de conexión con el Wii mote. (Ilustración 89) 

 

 

 

Cuando se ha agregado correctamente, se lanza una ventana de configuración. 

(Ilustración 90) 

 

Ilustración 90: Lanzamiento de la interface 

 

Ilustración 89: Inicio del programa 

http://www.smoothboard.net/
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La calibración consiste en sincronizar el led del lápiz infrarrojo con el wiimote, lo 

que determina la superficie interactiva, por lo que el control wii debe dirigirse hacia 

el área de proyección. 

Accionar el pulsador del lápiz infrarrojo equivale a hacer clic con el ratón. De ahí la 

importancia de ser muy precisos en este proceso. Entre más cerca se dé clic de la 

marca visual de la calibración, más preciso será el control sobre la superficie. 

Aunque el software smoothboard, contiene una sección de herramientas que 

permite utilizarlo en distintos ámbitos, para los fines de esta investigación, sólo se 

ha utilizado la interactividad de la superficie, conjugado con otro software como 

Cabri. 

El sistema que permite la superficie interactiva, se muestra a continuación. 

(Ilustración 91) 

 

Ilustración 91: Sistema que conforma la superficie interactiva 

 

El proceso de apropiación del medio digital, incluyó el diseño del lápiz infrarrojo. 

Esto llevó a dedicar una sesión a la construcción del dispositivo. (Ilustración 92)  
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Ilustración 92: Diseño del lápiz Infrarrojo 

Resolución  de problemas en medios distintos.  

 

En el transcurso de las sesiones de trabajo, se propusieron problemas 

matemáticos que involucraban el concepto de lugar geométrico y cuya resolución 

se solicitó en dos momentos. Primero se requirió una respuesta a papel y lápiz y 

posteriormente, bajo un ambiente de geometría dinámica pues nos interesaba 

contrastar el tipo de argumento que sustentaban ambas respuestas. 

A continuación describimos los problemas que se discutieron a nivel grupal. 

Problema 1. Mitad del ángulo 

El primer problema planteado consistió en encontrar el lugar geométrico de los 

puntos P que determinaran un ángulo de la mitad de magnitud de otro ángulo 

dado y opuesto en  un mismo cuadrilátero.  

Nos interesaba explorar las estrategias que seguían los profesores y cómo 

relacionaban las propiedades establecidas. Para obtener evidencia directa de la 
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comprensión del problema, se dispuso un ángulo inicial de φπЈ de manera que el 

cálculo de la mitad de esta magnitud, no fuera el problema central.  

El problema se presentó de la siguiente manera. (Ilustración 93) 

 

Ilustración 93: Mitad del ángulo 

El interactivo contenía un transportador que se podía mostrar a  través de un 

botón que lo llamaba. Ésta herramienta aparecía colocada de manera precisa 

sobre el punto P, de manera que sugiriera una lectura directa de la magnitud del 

ángulo APB. Por ejemplo, la siguiente ilustración muestra la construcción de un 

paralelogramo AOPB, puesto que el ángulo construido mide φπЈ, magnitud idéntica 

al del ángulo inicial. 

 

Ilustración 94: Transportador 
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Consideramos necesario incluir al transportador, como un modelo de transición 

entre la manera de medir ángulos en papel y lápiz y el medio digital. 

Problema 2. Homotecia 

Dada una circunferencia y un punto A sobre ella, se trata de explorar el 

comportamiento del punto medio de un segmento AB cuyo extremo B es 

independiente a dicha circunferencia. (Ilustración 95). De nuevo, la regla tiene un 

papel de transición. 

 

Ilustración 95: Círculos homotéticos 

Problema 3. Semejanza 

Una escuadra se desplaza sobre una regla. Ambos instrumentos están graduados. 

Dado un segmento cuyos extremos se encuentran en el número 1 de la regla y en 

el 16 de la escuadra, se estira a medida que se desliza la escuadra sobre la regla.   

Se explora el comportamiento de un punto, en particular el punto medio, del 

segmento AB, cuando la escuadra se desliza sobre la regla. (Ilustración 96) 
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Ilustración 96: Semejanza de triángulos 

Problema 4. Triángulos de la misma base y área 

Dado un triángulo ABC, encontrar las posiciones de un punto P en el plano, que 

permita obtener otro triángulo no semejante a ABC, pero que contenga la misma 

área. (Ilustración 97) 

 

 

Ilustración 97: Familia de triángulos 

Recopilación de los datos.  
 

La recopilación de los datos se llevó a cabo mediante el registro gráfico que los 

profesores plasmaron sobre pizarrón blanco, lo cual se filmó y fotografió durante 

todo el proceso.   
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Se realizaron seis entrevistas video-grabadas durante la ejecución de las tareas 

diseñadas; en ellas, se registraron diversas manifestaciones cognitivas  (gestos, 

comentarios verbales sobre lo que iba aconteciendo, movimientos corporales, 

exclamaciones, etc.).  

Las evidencias que se obtuvieron cuando los profesores resolvían problemas 

usando una computadora, fueron posibles a través del software camtasia studio 

(un editor de video que permite realizar capturas de la pantalla en tiempo real), 

que permitía capturar en tiempo real la secuencia de pasos que se seguían los 

estudiantes-profesores mientras se resolvía el problema. Los archivos fueron 

recuperados en formato .mp4. 
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CAPÍTULO VII 

ANÁLISIS DE LA INFORMACIÓN 
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Introducción  
 

Para la descripción de los procesos cognitivos que siguen los estudiantes-

profesores cuando existe mediación instrumental, en este estudio consideramos 

adecuado recurrir a la investigación de corte cualitativo. De este modo se pretende 

observar de manera cuidadosa características básicas de las acciones de los 

estudiantes-profesores y las interacciones que logran establecer con el medio 

(como individuos y como grupo de trabajo).  De ahí la importancia de utilizar el 

estudio de casos como instrumento experimental,  puesto que la información 

recopilada representa situaciones más típicas que se presentan en ambientes 

similares de aprendizaje. 

En un primer momento, se describirá el proceso de resolución de dos problemas 

que involucran el concepto de lugar geométrico en el seno de la interacción 

generada en el grupo de estudiantes-profesores.  

En una segunda parte, se reflexionará en torno al análisis de tres casos de 

estudiantes-profesores a los que se les plantaron problemas en un plano 

individual. Este análisis nos permitirá establecer ya unas primeras conclusiones de 

las que se hará un bosquejo en el capítulo siguiente. 

 

 

Solución grupal de problema s geométrico s 
 

Las actividades que se muestran a continuación, tienen el propósito de explorar la 

evolución del concepto de lugar geométrico en los profesores.  

En principio, se planteó el problema en la que los profesores tendrían que obtener 

un lugar geométrico específico usando lápiz, papel, escuadra, transportador y 

compás.  Cada actividad se desarrolla después en un entorno interactivo donde, 

en primer instancia, se permite manipular los objetos matemáticos involucrados. El 

profesor explora las posibilidades y soluciones particulares a cada problema a 

través de puntos móviles que va depositando en cada solución encontrada. Cada 
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punto trasladado, otorga un nuevo rasgo al lugar geométrico que se espera 

obtener. Los maestros transitan en una visualización cada vez más precisa del 

locus. 

 

Problema 1: Mitad del ángulo  

El primer problema planteado consistió en encontrar el lugar geométrico de los 

puntos P que determinaran un ángulo de la mitad de magnitud de otro ángulo 

dado y opuesto en  un mismo cuadrilátero.  

Nos interesaba explorar las estrategias que seguían los profesores y cómo 

relacionaban las propiedades establecidas. Para obtener evidencia directa de la 

comprensión del problema, se dispuso un ángulo inicial de φπЈ de manera que el 

cálculo de la mitad de esta magnitud, no fuera el problema central.  

El problema se presentó de la siguiente manera. (Ilustración 98) 

 

Ilustración 98: Mitad del ángulo 

Los intentos de resolución a lápiz y papel, muestran ideas interesantes que los 

profesores intentan articular para encontrar la solución. 
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El profesor Víctor, reconoce que una parte de la solución está relacionada con la 

circunferencia que pasa por A y B y tiene centro en O, por la relación entre ángulo 

central e inscrito. Sin embargo, afirma que el conjunto solución debe ser una curva 

que contenga esta circunferencia pero que también pase por el punto P exterior a 

ésta, que también es solución particular. El profesor bosqueja el siguiente trazo. 

(Ilustración 99) 

 

Ilustración 99: Solución del Víctor 

En el dibujo coloca un punto Pô a la derecha del punto O, que parece pertenecer a 

la circunferencia con centro O y que pasa por AB, es decir, una posición de P que 

cumple la condición inicial. También muestra un punto P a la derecha de la recta 

que pasa por AB (sin dibujarla), que hace que el ángulo APB mida 30º, como lo 

sugiere la imagen del problema que se está proyectando.  

El lugar geométrico propuesto por el profesor Víctor es confuso. 

Otra solución, ofrecida por el profesor Armando, (Ilustración 100), muestra un 

cuadrilátero AOBP involucrado.  El profesor explica que es importante considerar 

los ángulos OAP y OBP, a quienes llamó ὼ y ώ, respectivamente. El profesor 

afirma que ὼ ώ ςχπЈ 
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Ilustración 100: Solución de Armando 

 

 

El profesor sólo ha identificado a la circunferencia con centro O y que pasa por A y 

B, como el lugar donde se debe encontrar el punto P. 

Otra propuesta de solución, diseñada por la profesora Alejandra (ilustración 101),   

involucra dos circunferencias del mismo radio. La primera es una con centro en O 

y que pasa por A y B,  que relaciona el ángulo central con los ángulos inscritos 

que subtienden el mismo arco.  La segunda tiene un origen poco claro: la 

profesora trazó la bisectriz del ángulo AOB y su intersección con la circunferencia 

anterior, le sirvió como centro para trazar otra circunferencia con el mismo radio. 

Obtiene un cuadrilátero AOBP que resalta dibujándolo aparte. La profesora resalta 

el punto P que identifica con la segunda circunferencia y afirma que mide 30º sin 

ofrecer mayor justificación. 

PΩ 

P 
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Ilustración 101: Solución de Alejandra 

Por su parte, la profesora Rosalinda (Ilustración 102), dibuja dos circunferencias 

distintas. La primera muestra el ángulo central AOB y el ángulo de 30º como dos 

ángulos relacionados en una circunferencia con centro O y que pasa por AB.  

Después traza la bisectriz del ángulo central  toma como centro la intersección de 

esta recta con la circunferencia anterior y bosqueja otra circunferencia mayor a la 

anterior pero que pasa por el punto O. La profesora afirma que con ello se obtiene 

otro ángulo de 30º. 

 

Ilustración 102: Solución de Alejandra 
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Finalmente, José y Claudia proponen la siguiente solución: traza la circunferencia 

con centro en O y que pase por A y B. El punto P debe estar sobre esta 

circunferencia por la relación que guardan los ángulos centrales con los inscritos 

que subtienden el mismo arco. Sin embargo, consideran que también el arco AB 

determinado por el ángulo central AOB es solución al problema. (Ilustración 103). 

José y Claudia trazan la mediatriz del segmento AB y localizan en ella un punto 

cuya distancia a A es igual al segmento OA. Afirman que también la circunferencia 

construida es solución al problema. Es decir, el conjunto de puntos solución son 

ambas circunferencias. 

 

Ilustración 103: Solución conjunta de José y Claudia 
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Refracción digital 

Se proyectó el mismo problema, a través de la superficie interactiva, con una 

construcción diseñada en Cabri, pero insertada en una presentación de Power 

Point (pps). El entorno solo permitía al profesor usar las herramientas diseñadas 

para tal efecto. La interface inicial fue la siguiente:  

 

 

Ilustración 104: Planteamiento del problema 

 

El interactivo contenía un transportador que se podía mostrar a  través de un 

botón que lo llamaba. Ésta herramienta aparecía colocada de manera precisa 

sobre el punto P, de manera que sugiriera una lectura directa de la magnitud del 

ángulo APB. Por ejemplo, la siguiente ilustración muestra la construcción de un 

paralelogramo AOPB, puesto que el ángulo construido mide φπЈ, magnitud idéntica 

al del ángulo inicial. (Ilustración 105) 

Planteamiento del problema 

Punto P, móvil 

Ángulo AOB, dinámico 

Puntos deslizables 

Botón para llamar el transportador 
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Ilustración 105: Uso del transportador 

El primero en interactuar con la versión dinámica el problema fue el profesor 

Javier. Al interactuar con la superficie, identificó rápidamente algunas posiciones 

que debería tener P. (Ilustración 106) 

 

Ilustración 106: Casos particulares 
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El  transportador le permitió localizar 11 posiciones exactas para P. La siguiente 

imagen es una reproducción de la pantalla generada en el entorno pps. (Ilustración 

107) 

 

Ilustración 107: Once soluciones particulares 

 

Una conjetura inicial que emergió de inmediato fue comentada por la profesora 

Monserrat: 

Monserrat: Mientras más lejos esté (el punto P del arco AB), más pequeño es el 

ángulo y mientras más cerca (de dicho arco) aumenta 

El comentario describe el comportamiento de la magnitud del ángulo cuando P se 

desplaza. Si P se ubica cada vez más lejos de la recta que pasa por AB, el ángulo 

disminuye y si se va acercando el ángulo aumenta su magnitud.  

Con este hecho, los profesores podían determinar cómo ajustar la posición de P 

cuando el valor del ángulo no coincidía con el solicitado. 
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La exploración inicial resultó en soluciones particulares al problema. Cuando se 

van colocando los puntos rojos sobre cada posición de P que satisface la 

condición, se logra una visualización de un locus provisional, acompañada de una 

conjetura. Los profesores asocian este primer acercamiento a puntos que deben 

formar una curva. En particular, dos profesores comentan: 

Javier: (los puntos) Deben formar una par§bolaé que abreé 

Ernesto: Yo creo que debe ser como una elipse. 

Diana: Como una elipse. O un círculo. Sí. Como una elipse. 

En este momento, los profesores empiezan a manifestar que la solución del 

problema deben ser dos circunferencias, la primera, la que se empieza bosquejar 

con los 11 puntos y la segunda, la que ellos han argumentado que lo es, la 

circunferencia con centro O y que pasa por A y B. 

El transportador permitió encontrar soluciones particulares del problema, como si 

éste estuviera siendo resuelto prácticamente en papel y lápiz. El papel de esta 

interface es el de proveer un estado transitorio del objeto en exploración con cierta 

dosis de interactividad sin perder la esencia concreta de la situación. 

Se mostró entonces una tercera interface. Ésta consistía en la misma construcción 

del ángulo AOB y el ángulo APB, pero ahora sin el transportador. Se sustituyó esta 

herramienta por una etiqueta que iba mostrando el valor del ángulo APB, mientras 

al punto P se le activaba su traza: 
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Ilustración 108: Tercera interface del interactivo 

Ahora tocó el turno al profesor Víctor, cuya solución en papel y lápiz del problema 

se ha descrito anteriormente.  

Víctor: La idea que yo tenía es que este punto describía una circunferencia, que 

en alg¼n  momento girabaé 

El profesor hace un movimiento circular con su mano trazando un arco que no 

contiene a A ni a B. (Ilustración 109) 

 

Ilustración 109: Circunferencia de Víctor 
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Víctor: Y de todas maneras, como esteé si consideramos desde el principio que 

este (el punto O) es el centro de una circunferencia y este (AOB) un ángulo 

central. Al ser un ángulo central, todos los puntos que estén en esta circunferencia 

seríaé un punto sobre la circunferencia, sería un ángulo inscrito. (Ilustración 110) 

 

Ilustración 110: Ángulo inscrito 

V²ctor: Entonces por la, esteé àqu® es una propiedad o un teorema?, que dice 

que laé el §ngulo inscrito es la mitad del §ngulo central que loé que lo esteé se 

me fue la palabra. 

El profesor Víctor, hace uso de esta tercera interface y muestra la traza que va 

dejando el punto P, mientras procura que el ángulo sea siempre de 30º. 

(Ilustración 111). 
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Ilustración 111: Traza 

Los puntos iniciales, van delimitando el conjunto de posiciones de P.  

Los profesores, por su parte, trataban de ajustar los dibujos que registraron en sus 

cuadernos a alguna de las curvas cónicas.  

El profesor Víctor, borra la trayectoria de su primer intento y empieza una nueva, 

más precisa. En la siguiente ilustración se muestra su solución a lápiz y papel y lo 

que va trazando con ayuda del interactivo. (Ilustración 112) 

 

Ilustración 112: Contraste 

El profesor Víctor, explica que antes de interactuar con el entorno digital, 

consideraba que la solución debería incluir una circunferencia con centro en la 

intersección del arco AB y la bisectriz del ángulo AOB. El radio de la circunferencia 










































































































































